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Tra le quistiuni di cui si richiedeva la soluzione negli annali di ma- 
tematica di Gcrgonne , trovasi proposto il seguente problema, che si di- 
stingue in due parti: 

1. ^QuaFè la curva inviluppata dalle corde di costante grandezza 
iscritte in una data sezione eonica? 

2. " Qual'6 il luogo de'vertici degli angoli circoscritti alla stessa co- 
nica , sottesi da quelle corde di costante grandezza? 

Queste quistioni non meriterebbero certamente per loro stesse un 
grande interesse; ma divengono importanti per le diflicoltà gravi ehc 
s’incontrano nell'applicare alla loro risoluzione i metodi generali ; c gli 
studi! e gii sforzi , che si fanno da’ geometri por sormontare cosiffatti 
ostacoli, finiscono sempre a vantaggio degli stessi metodi, che ne risul- 
tano perfezionati e promossi. 

Molti tentativi furono fatti da distinti geometri per risolvere la qui- 
stione di cui si tratta ; ma ecco ciò che si legge a questo proposito in 
uno de’ diversi articoli pubblicati negli stessi annali del Gergonne a pa- 
gina 3C8 del voi, 8." « C’ est une sorte d’énigme dont l’cnoncé est très- 
« court et très-clair, mais dont le mot n’en est guère, pour cela, plus 
« facile a découvrir. Nous allons essayer d’en pousser d'abord la solu- 
ti tion aussi loin qu’elle puisse aller, ctc. » L’autore dell’articolo si 
studia infatti a stabilire le equazioni del problema, che non sono meno 
di nove; ma qui fa sosta, arrestato dagli ostacoli insormontabili della 
eliminazione. Egli finisce per considerare il caso particolare, e molto 
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più semplice die la seziono conica data fosso un' iperbole equilatera, e 
concliìude, pur tuttavolta di una maniera incerta, che l’inviluppo ò una 
curva del 16“ grado: conchiusione assai lontana dal vero. 

Ma la diflìcoltà della ricerca 6 messa fuori dubbio da un'autorità di 
ben altro peso, leggendosi queste parole dello stesso Gergonne a pa- 
gina 13-i del voi. 20“ per l'anno 1830. « 11 y a long-teinps, cn elfet, que 
« nous avons reconnu , M. Poncelet et moi, que, borné mdme a l'el- 
« lypse, ce probleine est à pcu près intraitable ». 

La quistione restò quindi sopita per dicci anni; ma in un saggio di un 
metodo algebrico elementare per le curve inviluppi da noi pubblicato 
nel 1841 , e che nel fondo coincide col metodo delle coordinate tangen- 
ziali di Pliickcr, allora qui assolutamente ignorato, fu da noi data l’equa- 
ziunc della locale ricliicsta nel secondo de' due problemi enunciati, e si 
seppe allora per la prima volta che il luogo do'vcrtici degli angoli cir- 
coscritti ad una sezione conica, sottesi da corde di costante grandezza, 
è una curva di quart' ordine. Ci fu impossibile in quel rincontro di ot- 
tenere la equazione dello inviluppo; ma da quel momento la sua natura 
era ancor essa assicurata , dappoiché quest'inviluppo ed il luogo de’ver- 
tici sono tra loro polari reciproche ; c siccome la seconda curva è di 4“ 
grado, la prima non poteva essere di un grado supcriore al 12“. 0.sser- 
vando poi che il luogo de’ vertici avea un punto coniugato doppio nel 
centro della conica data , cui si rapportano i poli, potemmo conchiudere 
che l'inviluppo era in effetti una curva del 1 grado. 

Che siffatti risultanicnti fossero a quel tempo interamente nuovi ce n’è 
garante un autografo prezioso dell’illustre Jacobi, il quale dimorando tra 
noi nel 1844 non isde^nò di fissare sù di essi la sua attenzione, avendo 
esaminato e discusso di proprio carattere l’equazione della locale dei 
vertici. 

Per ciò che riguarda l'equazione dell' inviluppo per noi la quistione 
era ridotta alla ricerca della risultante tra un'equazione di 4" grado ri- 
spetto ad un parametro variabile e la sua derivata rispetto a questo pa- 
rametro; e siccome i coefficienti sono funzioni di 2° grado delle coordi- 
nate dell'inviluppo, cosi la risultante sarebbe un'equazione del 12“ grado 
tra queste coordinate; equazione che avrebbe poi dovuto ridursi al 10“ 
grado per la soppressione di un fattore di 2“ grado , che poteva ancora 
formarsi a priori ; ma ci mancò l' animo per impegnarci in calcoli di tal 
fatta. 
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Ci ridiiaina ora a questo soggetto una dotta nicnioria del chiarissimo 
Prof. Tortolini pubblicata nel 0' volume de’ suoi annali a pag. 433, 
risguardante svariate applicazioni de’ discriminanti a quistioni diana- 
lisi c di geometria, e segnatamente alia ricerca di alcuni inviluppi. 
Questa lettura ci fè subito tornare col pensiero alla nostra antica qui- 
slione, la quale in effetti rimane risoluta di una maniera semplicissima 
dalla forma cosi interessante o concisa data da’ signori Boote e Cayley 
al discriminante di una funzione omogenea di 4” grado tra due variabili. 

Sin 


py+iya;+r=0 

r equazione di una corda qualunque iscritta nell’ellisse (I) 

e siano ed x",=ij" lo coordinato delle sue estremità. Eliminanrio 
y tra queste duo equazioni si ha l’equazione di 3° grado 
{o'q' +b’p')s'+2a'yrjc=a'[li'p'—r*) 
le cui radici sono i valori di x' ed x", talché si ha 


' aV+‘V 

e quindi sussistendo le due relazioni 

py'+ijx'+r=0 , y>y"+yx"+r=0, 

prendendone la ditferenza si avrà pure 

f y oV+t'V 

Dopo ciò, se dinotiamo con ìl la lunghezza della corda, supposto che gli 
assi coordinati siano gli assi di figura dell’ ellisse, sarà 

e sostituendo ai binomii x' — x" ed y’ — y" i valori precedenti, risulterà 

L'inviluppo adunque è una curva di 4* classe; e se pongasi 

ab=rl, 

si avrà più semplicemente 

»’(p’+?’KoV+à’p’— <■*)=(“*?* +!>■?')’• 


(1; Supi>o(]iaii>o requazioDe dell'ellisse ueicameme i>er uiuaKior sinmieiria ; ma il processo della 
soluzione non sarebbe diverso parleu-lo Juir equazione 
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Ritenuto attualmente che j: ed y siano le coordinate dell’inviluppo, 
tra p,q^r si avrà la relazione 

py+j*+r=0, 

donde 


'=-(py+w: 


e quindi l' ultima eguaglianza si muta in 

/(p‘+?*i[oV+*V‘— (py +?*)’]=(“ V+*'V/*- 

ovvero in 


[a-— a:*)]9‘+2r’i«>?’+[Sa*4*— — r*(t*^’)Ip’?’ 
+2/*yp’j +[4*-y'(6»-y'’)]=0 : 

e se facciasi ancora per maggior compendio 


a*=jy , ii'=iSr t 

risulterà 

[*'— *y +x*]y ■ +2rypy * +[x’ +y*— r(* +y)— 2ip] +2xyp’y + [^*— py +y* J=0 ; 

e l'equazione dell'inviluppo si avrà uguagliando a zero il discriminante 
del primo membro di questa equazione, il quale è una funzione omoge- 
nea di 4° grado di p c f . 

Ponendo per brevità 


+x* • , 

A'+y*. 6C=x’+y*— y(ji+y)— 2 j,J, 

l’equazione diviene 

A<l'+iBq'p+6Cp'q'+iDgp’ +tp-=f}; 

e quindi per la forma del discriminante dovuta a Roolc, l’equazione del- 
r inviluppo sarà dapprima 

{.3C‘+JE - iBD]’-27(ACE-C‘-AD'—EB‘ +2BCD)'=0 ; 


ma essendo B=D, potremo scriverla come segue 

(3C*+il£-4B’)’-27[4C£— C— fi*(/t + B-2C)]’=0. 
Osserveremo intanto che 


ed inoltre 


4 -2C=(. -hp)’ -Hf ; 


AE~iB’= «(»— r)y*+d{i3— y)*’ +*P>>— ylld—r): 
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e però dinotato il secondo membro con k, l’eguaglianza precedente di- 
verrà 

(3C*+i)*-27[a-C*— 

Sviluppando c riduccndo, l’equazione dell’inviluppo si ha infine nella 
forma 

*(9C‘— *)•— 2àC+2C’]=0; 

c siccome le C, B, k sono funzioni di 2* grado di x ed y, risulta in fine 
che questa equazione è di 10° grado, com’erasi dedotto dal principio 
delle polari reciproche. 
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